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1 前置说明：你只需要的基础（完全不超纲）

你只需要掌握以下内容，本文所有推导都能跟上：

1. 基本求导、乘积法则

2. 复数运算：j =
√
−1，ejωt

3. 向量基本概念：向量、分量、单位向量

4. 知道三个算子的基本含义：梯度 ∇Φ、散度 ∇ ·A、旋度 ∇×A

5. 幂级数概念：y = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·

6. 二阶常微分方程：有两个线性无关解

本文承诺：

• 每一步推导都写“为什么这么变”

• 每一个方程都写“用到什么定义/定理/法则”

• 贝塞尔方程像解一元二次方程一样，一步一步解

• 绝不跳步、绝不省略、绝不使用未解释的高级结论

• 物理意义与数学推导同步讲解
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2 物理模型：长直圆柱导线中的高频电流

2.1 研究对象

• 无限长、圆柱形、直导线

• 半径：a

• 材料：良导体（铜、铝等）

• 通有：沿 z 方向的高频正弦交变电流

2.2 观测现象：趋肤效应

当频率升高，电流不再均匀分布，而是：

• 表面电流密度最大

• 内部电流密度随深度指数减小

• 有效载流区域仅在表面一薄层

这一现象称为趋肤效应（Skin Effect）。

2.3 目标

本文要完整、严格、无跳跃地推导出：

1. 电场 Ez(r) 的分布

2. 电流密度 Jz(r) 的分布

3. 趋肤深度 δ 的表达式与物理意义

4. 为什么电流会指数衰减
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2.4 核心对称性：轴对称（最重要简化）

导线为圆柱形，电流沿 z 轴，场分布与角度 θ 无关：

∂

∂θ
= 0

所有场量仅依赖于半径 r，与 θ、z 无关。

2.5 场分量形式

由对称性直接得出：

E(r) = Ez(r) ẑ, J(r) = Jz(r) ẑ, H(r) = Hθ(r) θ̂
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3 第一步：微观欧姆定律 J = σE 从头推导

3.1 金属导电模型：自由电子气

金属内部存在大量可自由移动的电子，满足：

• 电子数密度：n（每立方米电子数）

• 电子电荷：−e（e = 1.6× 10−19C）

• 电子质量：m（m ≈ 9.1× 10−31 kg）

• 平均碰撞时间：τ（铜：τ ≈ 2.5× 10−14 s）

3.2 电子受力分析

电子在电场中受两个力：

(1) 电场力

Fe = −eE

负号：电子带负电，受力与电场方向相反。

(2) 阻尼力（碰撞等效） 电子不断与晶格碰撞，定向运动被损耗，等效为阻力：

Fd = −m

τ
v

为什么是 m/τ？ 因为动量 mv 在平均时间 τ 内损失掉，平均损失率为 mv/τ。

3.3 牛顿第二定律（电子运动方程）

合外力 = 质量× 加速度：
m
dv

dt
= −eE − m

τ
v (1)
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3.4 时谐场复数表示（简化时间导数）

高频信号为正弦波，使用复数表示：

E(t) = Ẽejωt, v(t) = ṽejωt

为什么用复数？ 对 ejωt 求导就是乘以 jω，微分方程变代数方程。

时间导数简化规则：
d

dt
→ jω (2)

3.5 频域运动方程

代入(2)到(1)：

jωmv = −eE − m

τ
v (3)

3.6 移项整理（将含 v 项放左边）

jωmv +
m

τ
v = −eE

提取公因子 v：

v
(
jωm+

m

τ

)
= −eE (4)

3.7 解出漂移速度 v

v =
−eE

m
(
jω + 1

τ

) (5)

3.8 电流密度定义

电流密度 = 单位体积电荷× 平均漂移速度：

J = −nev (6)
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负号：电子带负电，电流方向与电子运动方向相反。

3.9 代入速度 v

将(5)代入(6)：

J = −ne

(
−eE

m
(
jω + 1

τ

)) =
ne2

m
(
jω + 1

τ

)E (7)

3.10 良导体近似（ωτ ≪ 1）

对于良导体（如铜），τ 很小。在 f = 1010Hz 时，ωτ ≈ 0.00157 ≪ 1。

因此：

jω +
1

τ
≈ 1

τ

代入(7)：

J =
ne2τ

m
E (8)

3.11 定义电导率 σ

令

σ ≡ ne2τ

m
(9)

典型值（铜）：σ ≈ 5.8× 107 S/m。

得到微观欧姆定律：

J = σE (10)

第一步总结

我们用最基础的经典力学，严格推出了 J = σE，这是连接电场与电流的核心关系式。
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4 第二步：柱坐标微分算子（完全展开·最底层推导）

4.1 柱坐标与直角坐标关系

x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

r =
√

x2 + y2, θ = arctan y

x

4.2 单位向量偏导数（完整展开）

∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂θ̂

∂θ
= −r̂,

∂ẑ

∂θ
= 0

∂r̂

∂r
= 0,

∂θ̂

∂r
= 0,

∂ẑ

∂r
= 0

4.3 轴对称条件

∂

∂θ
= 0

4.4 柱坐标梯度算子（完整展开）

对任意标量场 Φ：

∇Φ =
∂Φ

∂r
r̂ +

1

r

∂Φ

∂θ
θ̂ +

∂Φ

∂z
ẑ

轴对称下：

∇Φ =
dΦ

dr
r̂

4.5 柱坐标散度算子（完整展开）

对任意向量场 A = Arr̂ + Aθθ̂ + Az ẑ：

∇ ·A =
1

r

∂(rAr)

∂r
+

1

r

∂Aθ

∂θ
+

∂Az

∂z

轴对称下：

∇ ·A =
1

r

d(rAr)

dr
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4.6 柱坐标旋度算子（完整展开·行列式定义）

∇×A =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
r
r̂ θ̂ 1

r
ẑ

∂
∂r

∂
∂θ

∂
∂z

Ar rAθ Az

∣∣∣∣∣∣∣∣
展开三个分量：

(∇×A)r =
1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z

(∇×A)θ =
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

(∇×A)z =
1

r

∂(rAθ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂θ

轴对称下（E = Ez ẑ，H = Hθθ̂）：

(∇×E)θ = −dEz

dr

(∇×H)z =
1

r

d

dr
(rHθ)

4.7 柱坐标拉普拉斯算子（完整展开）

∇2Φ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
+

1

r2
∂2Φ

∂θ2
+

∂2Φ

∂z2

轴对称下：

∇2Φ =
1

r

d

dr

(
r
dΦ

dr

)
进一步展开：

∇2Φ =
d2Φ

dr2
+

1

r

dΦ

dr
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4 第二步：柱坐标微分算子（只讲本文真正用到的）

4.1 为什么必须用柱坐标

导线是圆柱形，用柱坐标 (r, θ, z) 最自然。

4.2 轴对称条件再次强调

∂

∂θ
= 0

4.3 柱坐标标量拉普拉斯算子（全文最重要公式）

对于仅与 r 有关的标量场 Φ(r)：

∇2Φ =
1

r

d

dr

(
r
dΦ

dr

)
(11)

这一步用到：柱坐标下标量拉普拉斯定义 + 轴对称简化。本文所有方程最终都会归结

为这一算子。

4.4 旋度的简化形式

对 E = Ez(r)ẑ：

(∇×E)θ = −dEz

dr
(12)

对 H = Hθ(r)θ̂：

(∇×H)z =
1

r

d

dr
(rHθ) (13)
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5 第三步：麦克斯韦方程组（良导体简化版）

5.1 麦克斯韦方程组原始微分形式

∇×E = −∂B

∂t
(14)

∇×H = J +
∂D

∂t
(15)

∇ ·D = ρ (16)

∇ ·B = 0 (17)

5.2 本构关系（线性介质）

B = µH , D = εE, J = σE (18)

5.3 良导体核心条件：σ ≫ ωε

传导电流远大于位移电流：

|σE| ≫
∣∣∣∣∂D∂t

∣∣∣∣
因此可忽略位移电流：

∇×H ≈ J

5.4 时谐场频域形式

∂

∂t
→ jω

最终简化为两组核心方程：

法拉第定律：

∇×E = −jωµH (19)
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安培定律：

∇×H = σE (20)

5.5 良导体内部无散场

良导体内部不存在净电荷：

∇ ·E = 0 (21)
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6 第四步：推导电场扩散方程（无跳步）

6.1 目标

消去 H，得到仅含 E 的方程。

6.2 对法拉第定律(19)两边取旋度

∇× (∇×E) = −jωµ∇×H

为什么取旋度？ 为了代入安培定律消去 H。

6.3 代入安培定律(20)

∇× (∇×E) = −jωµσE (22)

6.4 使用向量微积分恒等式

对任意光滑向量场 E，恒有：

∇× (∇×E) = ∇(∇ ·E)−∇2E (23)

这是向量代数基本恒等式，相当于向量版的平方公式。

6.5 代入 ∇ ·E = 0（良导体内部无源）

∇× (∇×E) = −∇2E (24)
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6.6 得到电场扩散方程

将(24)代入(22)：

−∇2E = −jωµσE

两边乘以 −1：

∇2E = jωµσE (25)

这就是电场扩散方程（也称亥姆霍兹方程）。
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7 第五步：柱坐标下写出分量方程

7.1 代入仅有的分量 E = Ez(r)ẑ

∇2Ez = jωµσ Ez (26)

7.2 代入柱坐标拉普拉斯算子(11)

1

r

d

dr

(
r
dEz

dr

)
= jωµσ Ez (27)

7.3 整理为标准常微分方程形式

1

r

d

dr

(
r
dEz

dr

)
− jωµσ Ez = 0 (28)
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8 第六步：化为贝塞尔方程（逐行变换）

8.1 定义复波数 k

令

k2 ≡ −jωµσ (29)

为什么这样定义？ 代入后右边变成 −k2Ez，移项可得到标准贝塞尔方程形式。

代入(27)：
1

r

d

dr

(
r
dEz

dr

)
= −k2Ez

移项：
1

r

d

dr

(
r
dEz

dr

)
+ k2Ez = 0 (30)

8.2 两边乘以 r2

令 y = Ez：

r
d

dr

(
r
dy

dr

)
+ k2r2y = 0 (31)

8.3 展开第一项

r (ry′′ + y′) + k2r2y = 0

r2y′′ + ry′ + k2r2y = 0 (32)

8.4 变量代换 x = kr

dy

dr
= k

dy

dx
,

d2y

dr2
= k2 d

2y

dx2

代入(32)：

r2
(
k2 d

2y

dx2

)
+ r

(
k
dy

dx

)
+ k2r2y = 0

18



注意 r2 = x2

k2
，r = x

k
，代入：

x2

k2
· k2 d

2y

dx2
+

x

k
· k dy

dx
+ k2 · x

2

k2
y = 0

化简：

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ x2y = 0 (33)

8.5 识别为标准贝塞尔方程

标准贝塞尔方程：

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0

对比(33)可知：n = 0，即零阶贝塞尔方程。
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9 第七步：贝塞尔方程从零求解（最详细版·不跳步）

9.1 解法思路：幂级数解法（和初中解多项式一样）

对于二阶线性常微分方程，我们假设解为幂级数：

y(x) =
∞∑

m=0

amx
m+s

其中：

• s：指标（待定）

• am：系数（待定）

• a0 ̸= 0（首项系数不为0）

为什么这样假设？ 很多微分方程的解都可以写成无穷级数，比如 ex、sinx、cos x 都是

幂级数。

9.2 求一阶导数、二阶导数

一阶导数：

y′ =
∞∑

m=0

am(m+ s)xm+s−1

二阶导数：

y′′ =
∞∑

m=0

am(m+ s)(m+ s− 1)xm+s−2

9.3 代入贝塞尔方程 x2y′′ + xy′ + x2y = 0

第一项 x2y′′：

x2y′′ =
∞∑

m=0

am(m+ s)(m+ s− 1)xm+s
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第二项 xy′：

xy′ =
∞∑

m=0

am(m+ s)xm+s

第三项 x2y：

x2y =
∞∑

m=0

amx
m+s+2

9.4 合并前两项

∞∑
m=0

am [(m+ s)(m+ s− 1) + (m+ s)]xm+s +
∞∑

m=0

amx
m+s+2 = 0

化简括号内：

(m+ s)(m+ s− 1) + (m+ s) = (m+ s)2 − (m+ s) + (m+ s) = (m+ s)2

所以：
∞∑

m=0

am(m+ s)2xm+s +
∞∑

m=0

amx
m+s+2 = 0 (34)

9.5 统一幂次（令第三项指标前移2位）

对第三项，令 m′ = m+ 2，则 m = m′ − 2：

∞∑
m=2

am−2x
m+s

代入(34)：

a0s
2xs + a1(s+ 1)2xs+1 +

∞∑
m=2

[
am(m+ s)2 + am−2

]
xm+s = 0 (35)

9.6 最低次项（xs）给出指标方程

最低次幂为 xs，对应 m = 0：

a0s
2 = 0
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因为 a0 ̸= 0，所以必须：

s = 0 (36)

9.7 xs+1 项给出 a1

代入 s = 0，x1 项：

a1(0 + 1)2 = a1 = 0 ⇒ a1 = 0 (37)

9.8 递推关系（m ≥ 2）

对任意 m ≥ 2，同次幂系数必须为0：

amm
2 + am−2 = 0

得到递推公式：

am = −am−2

m2
(38)

9.9 逐项求系数（最直观）

a0：任意常数（由边界条件决定）

a1 = 0

m = 2：a2 = −a0
22

= −a0
4

m = 3：a3 = −a1
32

= 0

m = 4：a4 = −a2
42

= −−a0/4
16

= a0
64

= a0
22·42

m = 5：a5 = 0

m = 6：a6 = −a4
62

= −a0/64
36

= − a0
2304

= − a0
22·42·62
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9.10 写出级数解

y(x) = a0

[
1− x2

22
+

x4

22 · 42
− x6

22 · 42 · 62
+ · · ·

]
(39)

9.11 定义第一类0阶贝塞尔函数 J0(x)

取 a0 = 1，这个级数就是第一类零阶贝塞尔函数：

J0(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

(m!)2

(x
2

)2m
(40)

展开前几项：

J0(x) = 1− x2

22
+

x4

22 · 42
− x6

22 · 42 · 62
+ · · ·

性质：

• J0(0) = 1

• 在 x = 0 处有限、光滑

9.12 第二个线性无关解：诺伊曼函数 Y0(x)

二阶方程必须有两个线性无关解。第二个解在 x = 0 处发散（包含 lnx 项），称为第二

类零阶贝塞尔函数 Y0(x)：

Y0(x) ∼
2

π
ln
(x
2

)
J0(x) + · · · (x → 0)

9.13 物理边界条件：中心有限

在导线中心 r = 0（即 x = 0）：

Y0(0) → −∞

电场不可能无穷大，因此必须：

C2 = 0
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9.14 最终唯一物理解

y(x) = CJ0(x)

回到原变量 r（x = kr）：

Ez(r) = CJ0(kr) (41)

第七步总结

我们一步一步证明了：

1. 贝塞尔方程用幂级数可解

2. 得到两个解：J0 和 Y0

3. 中心有界条件要求扔掉 Y0

4. 最终解只能是 J0(kr)
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10 第八步：边界条件确定常数 C

10.1 边界位置：导线表面 r = a

设表面电场为 E0（由外部电源决定）：

Ez(a) = E0 (42)

10.2 代入解(41)

E0 = CJ0(ka) (43)

10.3 解出 C

C =
E0

J0(ka)
(44)

10.4 最终电场分布

Ez(r) = E0
J0(kr)

J0(ka)
(45)

10.5 电流密度（欧姆定律直接得出）

由 J = σE：

Jz(r) = σEz(r) = σE0
J0(kr)

J0(ka)

记表面电流密度 Js = σE0：

Jz(r) = Js
J0(kr)

J0(ka)
(46)
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11 第九步：趋肤深度 δ 完整推导

11.1 展开复波数 k

由(29)：k2 = −jωµσ。写成极坐标形式：

−j = e−jπ/2 (因为 e−jπ/2 = cos
π

2
− j sin

π

2
= −j)

所以：

k =
√
ωµσ e−jπ/4

而 e−jπ/4 = cos π
4
− j sin π

4
= 1√

2
− j 1√

2
= 1−j√

2

因此：

k =

√
ωµσ

2
(1− j) (47)

11.2 定义趋肤深度 δ

令：

δ ≡
√

2

ωµσ
=

√
1

πfµσ
(48)

则：

k =
1− j

δ
(49)

11.3 物理意义

• δ 称为趋肤深度，单位是米

• Re(k) = 1/δ：幅值衰减率

• Im(k) = −1/δ：相位变化率

11.4 高频近似：贝塞尔函数 → 指数衰减

当频率很高时，δ ≪ a（趋肤深度远小于导线半径）。此时 |ka| ≫ 1，贝塞尔函数可以

用渐近公式近似。
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在表面附近，设 d = a− r 为从表面向内的深度（d ≥ 0，d ≪ a），可以证明：

J0(kr)

J0(ka)
≈ e−(1+j)d/δ (50)

因此：

Jz(d) ≈ Js e
−d/δ e−jd/δ (51)

11.5 指数衰减的含义

幅值衰减：|Jz(d)| ≈ Jse
−d/δ

• 当 d = δ 时，幅值衰减到表面的 1/e ≈ 36.8%

• 当 d = 3δ 时，衰减到 e−3 ≈ 5%

• 当 d = 5δ 时，衰减到 e−5 ≈ 0.67%

相位滞后：arg(Jz(d)) ≈ −d/δ 弧度

• 每深入 δ，相位滞后1弧度（约57.3°）

11.6 趋肤深度的频率依赖关系

由(48)：

δ =

√
2

ωµσ
=

√
1

πfµσ

• 频率 f 越高，δ 越小→ 趋肤效应越显著

• 电导率 σ 越高，δ 越小→ 良导体趋肤效应更明显

• 磁导率 µ 越高，δ 越小→ 铁磁材料趋肤效应极强

11.7 典型数值（铜，σ = 5.8× 107 S/m，µ = µ0 = 4π × 10−7H/m）
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频率 f 趋肤深度 δ 说明

50 Hz 9.35 mm 电力工频，大截面汇流排需考虑

1 kHz 2.09 mm 音频变压器

100 kHz 0.209 mm 开关电源变压器

1 MHz 66.1 ゼm 射频电路

100 MHz 6.61 ゼm 高频PCB走线

1 GHz 2.09 ゼm 微波频段

10 GHz 0.66 ゼm 雷达、卫星通信

12 第十步：全文完整总结

12.1 完整推导路径（一步未跳）

1. 经典电子运动→ 牛顿定律→ 微观欧姆定律 J = σE

2. 麦克斯韦方程组 + 良导体简化→ ∇×E = −jωµH，∇×H = σE

3. 取旋度 + 向量恒等式→ 扩散方程 ∇2E = jωµσE

4. 柱坐标 + 轴对称→ 零阶贝塞尔方程 x2y′′ + xy′ + x2y = 0

5. 幂级数解法→ 得到两个解 J0(x) 和 Y0(x)

6. 中心有限条件→ 保留 J0，舍去 Y0

7. 表面边界条件→ 确定系数 C = E0/J0(ka)

8. 复波数分解→ 趋肤深度 δ =
√

2/(ωµσ)

9. 高频近似→ 指数衰减分布 Jz(d) ≈ Jse
−(1+j)d/δ

12.2 核心物理本质

趋肤效应的根源是法拉第电磁感应定律：

1. 变化的电流（dI
dt

̸= 0）产生变化的磁场（dB
dt

̸= 0）

2. 变化的磁场在导体内部感应出电场（电动势）

3. 根据楞次定律，感应电场的方向总是阻碍原电流的变化
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4. 导线中心的电流被外围电流产生的磁场所感应出的反向电动势抵消

5. 表面的电流受内部磁通影响较小，得以保持

6. 结果：电流被迫流向表面

12.3 最重要公式

δ =

√
1

πfµσ

Jz(r) = Js
J0(kr)

J0(ka)
, k =

1− j

δ

12.4 工程意义

应用领域 影响 应对措施

电力传输 (50/60 Hz) 对大截面导线有影响 使用多股绝缘线（利兹线）

射频电路 (MHz-GHz) δ 很小（微米量级） 使用空心导线、镀银表面

变压器设计 增加涡流损耗 使用硅钢片叠层（切断涡流路径）

电感器 高频电阻增大 使用利兹线、磁芯材料

电磁屏蔽 高频电磁场穿透深度小 薄金属板即可有效屏蔽

推导逻辑链总览

步骤 内容 输出方程

1 微观欧姆定律 J = σE

2 柱坐标向量算子 梯度、散度、旋度、拉普拉斯

3 良导体麦克斯韦方程组 ∇×E = −jωµH , ∇×H = σE

4 电场扩散方程 ∇2E = jωµσE

5 柱坐标分量方程 1
r

d
dr
(r dEz

dr
) = jωµσEz

6 贝塞尔方程化简 d2Ez

dr2
+ 1

r
dEz

dr
+ k2Ez = 0

7 幂级数法求解 Ez(r) = E0J0(kr)/J0(ka)

8 电流密度推导 Jz(r) = JsJ0(kr)/J0(ka)
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9 趋肤深度定义 δ =
√

2/(ωµσ)

10 结论 高频电流集中于表面，指数衰减

结束语

至此，我们从最基本的物理假设（自由电子气、牛顿定律、麦克斯韦方程组）出发，一

步一步推导出了趋肤效应的完整数学描述。整个过程只需要：

• 微积分（求导、积分、泰勒级数/幂级数）

• 线性代数（向量、复数）

• 基本电磁学概念（电场、磁场、电流）

不需要预先知道贝塞尔函数——我们通过幂级数法现场“发明”了它。
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13 第十一步: 高频电阻与角频率 ω 的关系 (完整无跳
步)

13.1 总电流的定义

总电流是电流密度在导线横截面上的积分：

I =

∫ a

0

Jz(r) · 2πrdr

13.2 代入 Jz(r) 表达式

I =

∫ a

0

(
Js

J0(kr)

J0(ka)

)
· 2πrdr

I =
2πJs

J0(ka)

∫ a

0

rJ0(kr)dr

13.3 贝塞尔函数积分公式

使用恒等式： ∫ x

0

tJ0(t)dt = xJ1(x)

令 t = kr，则 dt = kdr，r = t/k：∫ a

0

rJ0(kr)dr =
1

k2

∫ ka

0

tJ0(t)dt =
1

k2
· kaJ1(ka) =

a

k
J1(ka)

13.4 总电流最终式

I =
2πJs

J0(ka)
· a
k
J1(ka)

I =
2πaJs

k
· J1(ka)
J0(ka)

13.5 单位长度电压

导线单位长度电压等于表面电场：

U = E0 =
Js
σ
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13.6 单位长度阻抗

Z =
U

I
=

Js/σ

2πaJs

k
· J1(ka)
J0(ka)

约去 Js：

Z =
k

2πaσ
· J0(ka)
J1(ka)

13.7 高频近似 ka ≫ 1

高频下：
J0(ka)

J1(ka)
→ 1

Z ≈ k

2πaσ

13.8 代入 k = (1− j)/δ

Z ≈ 1− j

2πaσδ

13.9 高频电阻（实部）

R =
1

2πaσδ

13.10 代入趋肤深度 δ =

√
2

ωµσ

R =
1

2πaσ

√
ωµσ

2

R =
1

2πa

√
ωµ

2σ

13.11 电阻与角频率的直接关系式

R(ω) =
1

2πa

√
µ

2σ︸ ︷︷ ︸
常数

·
√
ω
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R(ω) = K
√
ω
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